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Теорија електричних кола

Дејан Тошић

Користите само

материјале које вам

достави и препоручи

предметни наставник у

текућој школској

години.
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Зашто је значајан устаљен

простопериодичан одзив?

у практичној примени у

електротехници
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Значај синусоида (1)

• Синусоидалан напон се природно

производи кружним кретањем турбина.

• Синусоидалан напон се природно

претвара са једне вредности на другу

индуктивним трансформатором.

• Синусоидалан напон се економично

преноси на даљину далеководима.
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Значај синусоида (2)

• Синусоидалан напон се природно
претвара у механички рад.

• Синусоидална побуда може у линеарном
временски непроменљивом ел. колу
остварити синусоидалан устаљен одзив.

• Si Fi (Sinusoidal Fidelity):Синусоидалан
сигнал не мења облик при пролазу кроз
линеаран временски непроменљ. систем.
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Значај синусоида (3)

• Синусоидалан сигнал се користи за

пренос порука електромаг. таласима.

• Периодичан сигнал се може представити

простопериодичним сиг. (Фуријеов ред). 

• Развијен је снажан математички алат за

одређивања одзива на простопериодичне

побуде (решавање ел. кола, УППО).
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Несинусоидалан одзив (1)

• Простопериодичан одзив је идеалан случај
коме се тежи у раду великог броја
електроенергетских система, као и других
система у електротехници.

• Употреба подсистема енергетске електронике, 
као што су исправљачи, конвертори и
контролери ел. мотора, доводи до изобличења
жељеног простопериодичног одзива.

• Појављују се периодични напони и струје који
нису простопериодични.
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Несинусоидалан одзив (2)

• Фазорски метод се не може применити
непосредно на електрична кола са
периодичном несинусоидалном побудом.

• Применом Фуријеове замисли периодичну
побуду рашчлањујемо на збир сталне побуде и
простопериодичних побуда.

• Примењујемо суперпозицију у решавању
линеарних временски непроменљивих кола.

• Користимо теорију развијену за одређивање
устаљеног одзива (фазорску трансформацију).
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Несинусоидалан одзив (3)

• Нелинеарности електротехничког система
стварају несинусоидалан одзив.

• Магнетски материјали, као што је метално
језгро трансформатора.

• Полупроводничке направе, као што су диоде и
транзистори.

• Сензори, електромеханички системи, …
• Подсклопови за управљање и надзор.
• Напајања, прекидачи, сметње, …
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Суперпозиција

устаљеног одзива

временски непроменљивог

линеарног ел. кола са више извора
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Устаљен одзив

кола са више извора

• Нека у колу постоји више извора просто-
периодичне или сталне побуде.

• Нека су испуњени услови за постојање

устаљеног одзива.

• Принцип суперпозиције: устаљен одзив

је једнак збиру устаљених одзива када

сваки извор делује понаособ.
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Заменски напонски извори

сложених побуда

3g2g1gg uuuu ++=
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Заменски струјни извори

сложених побуда

����

����

3g2g1gg iiii ++=

2gi1gi 3gi
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Пример суперпозиције

устаљеног одзива

gi 1C 2C

1L 2L

1R 2R
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Одредити напон отпорника R2

• Сматрати да је одзив устаљен

• Вредности елемената су познате

• Побуда је збир константе и

два простопериодична сабирка

• Параметри побуде су познати

)cos(2)cos(2 2g2g2g1g1g1g0gg ψ+ω+ψ+ω+= tItIIi

gi 1C 2C

1L 2L

1R 2R
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План рада

• Струјни извор са сложеном побудом

заменимо паралелном везом једног

струјног извора са сталном

(константном) струјом и два струјна

извора са простопериодичним струјама.

• Применимо суперпозицију и тражимо

устаљен одзив када сваки од три струјна

извора делује појединачно.

gi 1C 2C

1L 2L

1R 2R
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Устаљен сталан (константан) 
одзив

gi 1R 2R

0gg Ii = )0(uu =

DC Analysis
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Напон устаљеног сталног

(константног) одзива

21

21
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1R 2R

DC Analysis (0)



ДрДејан В. Тошић, редовни професор, Теорија електричних кола, предавања, Универзитет у Београду – Електротехнички факултет, 2020. http:// tek.etf.bg.ac.rs

Устаљен простопериодичан одзив

прве побуде

gi 1C 2C

1L 2L

1R 2R

)cos(2 1g1g1gg ψ+ω= tIi )1g(ω= uu

AC Analysis (1)
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Напон УППО прве побуде
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Устаљен простопериодичан одзив

друге побуде

gi 1C 2C

1L 2L

1R 2R

)cos(2 2g2g2gg ψ+ω= tIi )2g(ω= uu

AC Analysis (2)
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Напон УППО друге побуде
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Устаљен напон

)2g()1g()0( ωω ++= uuuu

Обратити пажњу да није могуће сабирати фазоре

(комплексне представнике) јер су они дефинисани за

различите учестаности.

Фазори су дефинисани за косинусну представу

протопериодичне функције (напона или струје).

Модул фазора (комплексног представника) је једнак
ефективној вредности простопериодичне величине.
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Уопштен Фуријеов ред

Развој функције у Фуријеов ред

Теоријска основа

Добрило Ђ. Тошић, Математика III , Академска Мисао, Београд, 2002.
R. Beals, Advanced Mathematical AnalysisPeriodic Functions and Distributions, Complex Analysis, Laplace Transform and Applications, Springer-Verlag, 1973.
H. S. Carslaw, Introduction to the theory of Fourier's Series and Integrals, Macmillan, 1921.
H. Dym, H. P. McKean, Fourier Series and Integrals, Academic Press, 1972.
R. E. Edwards, Fourier SeriesA modern introduction, Springer-Verlag, vol 1, 1979, vol. 2, 1982.
D. Jackson, Fourier Series and Orthogonal Polynomials, MAA, 1941.
I. N. Sneddon, Fourier Series, Dover, 1961.
M. Spiegel, Real variables Lebesque measure with applications to Fourier series, McGraw-Hill, 1969.
G. P. Tolstov, Fourier series, Dover, 1962.
G. H. Hardy, W. W. Rogosinski, Fourier Series, Cambridge, 1946.
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Скаларни производ, Норма
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Средњеквадратно одступање
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Ортогоналне функције
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Део-по-део непрекидна функција
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Уопштен (генералисан) Фуријеов (Fourier) ред
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Парсевалова једнакост
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Тригонометријски интеграли



ДрДејан В. Тошић, редовни професор, Теорија електричних кола, предавања, Универзитет у Београду – Електротехнички факултет, 2020. http:// tek.etf.bg.ac.rs

Тригонометријски ред
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Фуријеов ред
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Фуријеов ред у комплексном облику
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Гибсов (Gibbs) ефекат
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Дирихлеова (Dirichlet) теорема
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Најбоља апроксимација
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Три облика Фуријеовог реда
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Хармонијске учестаности
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Ефективна вредност
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Зашто смо заинтересовани за

(сложено)периодичне функције?
• Зато што практична електрична кола стварају

периодичне напоне који су несинусоидални због
несавршености или због циљне функционалности. 

• На пример, циљ електроенергетског система је да
испоручује електричну енергију преносом
простопериодичног напона, најчешће, али у пракси
овај напон одступа од синусоидалног. 

• На матичним плочама рачунара је потребно остварити
периодичну поворку правоугаоних импулса (clock)
што по циљној функционлности јесте
(сложено)периодична функција. 

• Разни мерни уређаји користе тест генераторе
периодичних тестерастих и других функција.
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Развој периодичне функције у

Фуријеов ред

Сажетак
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Фуријеов тригонометријски ред
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Хармоници
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Парсевалов и Риманов став
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Експоненцијални облик
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Поступак одређивања

Фуријеових коефицијената

је Фуријеова анализа.
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Ефективна вредност
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Ефективна вредност (RMS, rms, корен средње квадратне

вредности, root-mean-square value) периодичне функције је

квадратни корен средње вредности квадрата функције на

интервалу дужине једне периоде. То је квадратни корен

збира средњих вредности квадрата хармоника.
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Пример развоја у Фуријеов ред
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У рачунарској примени горња граница суме је коначан број.

У тачкама прекида ред даје аритметичку средину левог и десног лимеса.
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Фуријеов збир са 16 чланова
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Фуријеов збир са 32 члана
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Фуријеов збир са 512 чланова

5

2

1

1

=

=
=

τ

T

a

-2 -1 1 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1



ДрДејан В. Тошић, редовни професор, Теорија електричних кола, предавања, Универзитет у Београду – Електротехнички факултет, 2020. http:// tek.etf.bg.ac.rs

Устаљен сложенопериодичaн
одзив

временски непроменљивог

линеарног електричног кола
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Одређивање УСПО

• Претпоставимо да делује један извор и
да је побуда (сложено)периодична.

• Побуду развијемо уФуријеов ред.
• Нека су испуњени услови за устаљен
одзив.

• Одзив одредимо суперпозицијом, као
збир одзива на сваки од хармоника
посматран понаособ.
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Пример одређивања УСПО

gu

L

R

i

Побуда је (сложено)периодична са периодом Т.
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1. корак: Побуду развијемо у
Фуријеов ред
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У теорији ред има бесконачно сабирака, док у практичном раду

узимамо коначан број чланова који задовољава жељену тачност.
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2. корак: Одредимо одзив на
нулти хармоник
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R
Ii ==

Калемове замењујемо кратком везом, кондензаторе замењујемо
отвореном везом, и решавамо заменску шему за устаљен сталан

(константан) одзив.

DC Analysis
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3. корак: Одредимо одзив на
n-ти хармоник
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Фазор (комплексан представник) 
n-тог хармоника побуде

Фазор (комплексан представник) 
n-тог хармоника одзива

AC Analysis
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4. корак: Одредимо одзив као збир
свих хармоника одзива
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Обратити пажњу да није могуће сабирати фазоре

(комплексне представнике) јер су они дефинисани за

различите учестаности.
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Комплексна снага, средња снага, 
реактивна снага
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Привидна снага и снага дисторзије
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Како препознајемо УСПО?

• Нека у електричном колу има више извора са

периодичним побудама.

• Нека су испуњени услови за настанак

устаљеног одзива.

• Када ће устаљени одзив бити периодичан?

• Устаљени одзив ће бити периодичан ако су

учестаности побуда целобројни умношци

једне учестаности.
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Шта је спектар УСПО?
Спектар УСПО је сликовна представа амплитуда и фаза хармоника

као функција редног броја хармоника или учестаности хармоника.
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Micro-CAP 12 free: Fourier
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Практични узроци хармоника

• Конструкција електроенергетских машина и

њихових намотаја и језгара.

• Нелинеарности потрошача.

• Електронске компоненте, диоде, транзистори, 
тиристори, микроталасне цеви.

• Калемови и трансформатори са гвозденим

језгром.

• Појачавачи снаге, исправљачи, …
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Фактори УСПО
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Количник ефективне вредности хармоника

и ефективне вредности основног хармоника.

Количник ефективне вредности виших хармоника и првог хармоника (фундаментала).

Фактор таласности (Ripple factor)
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Количник ефективне вредности

простопериодичних сабирака

и нултог хармоника (DC компоненте).

∑
∞+

=
==

1

2)(
)0(

DC

ACeff,
r )(

1

n

nU
UU

U
K



ДрДејан В. Тошић, редовни професор, Теорија електричних кола, предавања, Универзитет у Београду – Електротехнички факултет, 2020. http:// tek.etf.bg.ac.rs

Тестерасти напон (сигнал)
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Нацртати апроксимацију функције Фуријеовим збиром са

10, 100 и 500 сабирака. Да ли се уочава Гибсов феномен?
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Примери развоја у Фуријеов ред
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Примена Фуријеовог реда

• Решавање електричних кола са
(сложено)периодичном побудом.

• Анализа својстава одзива.
• Спектрална анализа мерних података.
• Анализа квалитета електронских уређаја, као
што су генератори сигнала и аудио опрема.

• Оцена квалитета у електроенергетским
системима, филтрирање, анализатори мрежа …

• Обрада сигнала у комуникационим системима
и системима аутоматског управљања.
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Micro-CAP 12 free: Transient

После неколико периода периодичне побуде одзив постаје устаљен.
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Резонанција

Временски непроменљивог

линеарног електричног кола

Tacoma Narrows Bridge, 7. Nov. 1940.
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Шта је резонанција?

• Резонанција је појава у колу са
периодичном побудом која настаје када

постоји одређена веза између вредности

елемената и параметара побуде, а када
не постоји устаљен одзив.

• Резонантaн одзив је одзив који настаје

када не постоје услови за успостављање

устаљеног одзива.

-4p -3 p -2p -p p 2 p 3p 4p

-1

1
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Кола са зенемарљивим губицима

• У пракси постоје кола са малим
губицима које можемо занемарити.

• Постојање малих губитака значи да ће
бити испуњен услов за настанак
устаљеног одзива.

• Занемаривање губитака значи да
посматрамо кола (мреже) која могу
имати само динамичке елементе.

-4p -3 p -2p -p p 2 p 3p 4p

-1

1
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Резонантне учестаности

• Резонантне учестаности су
полови комплексне функције ел. кола
када је извор напонски.

• Антирезонантне учестаности су
полови комплексне функције ел. кола
када је извор струјни.

• Резонантне и антирезонантне
учестаности су комплексни бројеви.
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Пример резонанције
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Амплитудска резонанција

• Учестаности амплитудске резонанције
су учестаности за које је амплитудска
карактеристика максимална.

• Учестаности фазне резонанције су
учестаности за које је фазна
карактеристика једнака нули. 

• Резонанцију дефинишемо за напонску
побуду, а антирезонанцију за струјну.
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Резонанција кола без губитака

• Нека у ел. колу без губитака делује
извор простопериодичне побуде.

• Резонанција (антирезонанција) настаје
када комплексна учестаност извора

постане једнака сопственој учестаности.

• Резонантан одзив је растућа функција

времена.
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Питања (1)

• Исказати принцип суперпозиције
за устаљен одзив.

• Шта су заменски извори сложених побуда?
• Шта је Фуријеов тригонометријски ред? 
Која је његова примена?

• Шта су Фуријеови коефицијенти?
• Шта су хармоници?
• Шта је експонецијалан Фуријеовог ред?
• Исказати Парсевалов и Риманов став.
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Питања (2)

• Шта је ефективна вредност периодичне функције?
• Шта је Гибсов феномен?
• Шта је устаљен сложенопериодичан одзив? 

Како се он одређује?
• Шта је снага приступа УСПО? Које снаге знате?
• Шта је привидна снага УСПО? Шта је фактор снаге?
• Шта је снага дисторзије УСПО?
• Како препознајемо УСПО?
• Шта је спектар УСПО?
• Које факторе УСПО знате? Шта је фактор изобличења?
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Питања (3)

• Шта је резонанција?
• Шта су (анти)резонантне учестаности?
• Шта је амплитудска резонанција?
• Шта је фазна резонанција?
• Шта је резонантан одзив?
• Када настаје резонанција у колу без губитака? 
Какав је тада одзив?

• Зашто је значајан устаљен просто-периодичан
одзив? Зашто су важне “синусоиде”?
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Питања (4)
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Питања (5)
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Питања (6)
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Задатак

Капацитивности кондензатора електричног 
кола су C, а отпорности отпорника су 
R R5 2= , R R R R1 4 6= = = . 

(5) Одредити трансфер функцију (уопштену 
комплексну функцију мреже, трансмитансу 

напона) 
)(

)(
)(

g sU

sU
sH = . 

(5) Одредити нуле и полове трансфер 
функције. 

(5) Колика је ефективна вредност напона u  
у случају да је одзив устаљен а побуда 
u t U U t CR U t CRg( ) sin( ( )) cos( ( ))= + +3 ? 
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Решење (1)
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Решење (2)
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Решење (3)
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Решење (4)
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Решење (5)

-4p -3 p -2p -p p 2 p 3p 4p

-1

1

-4p -3 p -2p -p p 2 p 3p 4p

-1

1
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Решење (6)
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https://www.academie-sciences.fr/pdf/dossiers/Fourier/Fourier_oeuvre.htm
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